1. Поим за диференцијална равенка 


Поим за диференцијална равенка 
Ќе се воведат основните поими сврзани во изучувањето на 
диференцијалните равенки. 


ПОИМ ЗА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВНКА 


Пред да се започне со проучување на диференцијалните равенки, 
најпрво ќе се дефинира терминологијата која ќе се користи. 


ОСНОВНИ ПОИМИ 


Равенка во кои покрај функцијата и независно променливата величина 
се јавуваат и диференцијали или изводи, се нарекува диференцијална 
равенка. Ако функцијата е функција од една поменлива, тогаш 
диференцијалната равенка се нарекува обична диференцијална 
равенка. Ако пак таа е функција од повеќе променливи, равенката која 
содржи парцијални изводи или диференцијали се нарекува 
парцијална диференцијална равенка. Следните примери се обични 
диференцијални равенки: 


гу нус 
(1- ху - аѓуѓ)удх со ау 


уу каз З(у )? 


додека следните примери се парцијални диференцијални равенки: 


оо 
де: ХУ 


Ко ПЕ НС. Ја И 
да? , ду? та дг2 с 0. 


Во оваа глава предмет на изучување ќе бидат обичните 
диференцијални равенки. 


Диференцијалната равенка се дефинира со следната 


Дефиниција 1. Равенката 


ау „и О) то 0, 


во која се јавува независната променлива 2, функцијата гу и нејзините 
изводи до п-ти ред, се нарекува обична диференцијална равенка од 
п-ти ред или само диференцијална равенка д-ти ред. 


Со дефиницијата на диференцијална равенка се воведува и поимот за 
ред на равенката со следната 


Дефиниција 2. Ред на диференцијална равенка е редот на 
највисокиот извод кој се јавува во равенката. 


затоа, равенка во која се јавува само првиот извод или првиот 
диференцијал се нарекува диференцијална равенка од прв ред. Таквите 
равенки имплицитно може да се запишат со општата равенка 


је ) с 0. 


Ако равенката содржи втор извод или втор диференцијал, таа се 
нарекува диференцијална равенка од втор ред и е од облик 


Ју џ ) с- 
И Т.Н. 


Друг основен поим за диференцијалните равенки е поимот за степен. 


Дефиниција 3. Степен на диференцијална равенка е алгебарскиот 
степен на нејзиниот највисок извод. 


2 2 
3 „ој Чи ау 
Моге:Забелешка. Да ја нагласиме разликата меѓу (ѓЕ) И ра 
и 

Равенка која содржи (Ѓ) е диференцијална равенка од прв ред (го 
содржи првиот извод) и е од втор степен (изводот е на втор степен), 
додека равенка која содржи НА - е диференцијална равенка од втор ред 
(содржи втор извод) и е од прв степен (изводот е на прв степен). 


Дефиниција 4. Линерна диференцијална равенка е равенката 


а(г)у?) ча(г)уџ“ Ос... а) -- Ја) 
во која функцијата гу и сите нејзини изводи се од прв ред. 


Во оваа глава ќе се решаваат некои видови обични диференцијални 
равенки, односно ќе се бара нивното решение. 


Дефиниција 5. Решение на обична диференцијална равенка е 
функцијата чу -- ф(г) или нејзин имплицитен облик Ф(г,у) -- 0 која ја 
задоволува диференцијалната равенка. 


Графикот на решението на диференцијалната равенка у -- Ф(г) се 
нарекува интегрална крива, а постапката за барање решение се 
нарекува интегрирање на диференцијалната равенка. 


Следуваат примери во кои се покажува кога една функција е решение 
на диференцијална равенка. 


Ехатрје: 

Пример 1. 

Да се покаже дека функцијата у -- 25“ е решение на диференцијалната 
равенка у -- бх. 


Решение. 


За функцијата у/ -- 23 се пресметуваат изводите кои се јавуваат во 


- ; 2 22 ди 
диференцијалната равенка у -- Зх“ичу - бх. Бидејќи во бараната 
диференцијална равенка се јавува само вториот извод, со негово 
заменување во дадената диференцијална равенка се добива 
идентитетот 
бх с- бх, 
што значи дека функцијата чу -- 45 е решение на диференцијалната 
равенка. - 


Ехатр!е: 

Пример 2. 

Да се покаже дека функцијата та и сс ЕЕ решение на диференци- 
јалната равенка хаАх -- уду -- 0. 

Решение. 

Диференцијалната равенка х4х -- уду -- О по делење со 4х се 
запишува како 

еуу сс. 

Диференцирајки ј ја имплицитната функција г“ -- уѓ -- Њ? се добива 
2Х “е гу -- 0,а ако оваа равенка се реши по изводот се добива 

ус . Заменувајќи го овој извод во диференцијалната равенка се 


Кај 
ои) сасасо 


што значи дека дадената функција ја задоволува диференцијалната 
равенка и затоа е нејзино решение. “4 


Можно е една диференцијална равенка да има повеќе од едно решение. 
Така, може да се покаже дека ако во решението се вклучи произволна 
константа С с Ќ, тоа пак ќе биде решение на диференцијалната 
равенка. Во Примерот 1, решение ќе биде секоја функција од обликот 
усо СТ: 


Затоа се воведува поимот за партикуларно и општо решение на 
диференцијална равенка. 


Дефиниција 6. Партикуларно решение е секое решение кое ја 
задоволува диференцијалната равенка. 


Дефиниција 7. Општо решение на диференцијална равенка од д-ти 
ред равенка е решение кое содржи п произволни константи. 


Во Пример 1, општото решение на равенката од втор ред ќе содржи две 
произволни константи и е од облик у -- 45 -- Са -- Со. 


Најчесто, од општото решение се добива и партикуларното решение за 
определени вредности на произволните константи, но понекогаш 
постојат и партикуларни решенија кои не се добиваат од општото за 
ниедна вредност на произволните константи и таквото решение се 
нарекува сингуларно решение. Геометриски, општото решение на 
диференцијална равенка од т-ти ред содржи п-произволни константи и 
тоа е фамилија на криви со п-параметри. 


Иако основна задача во решавањето на диференцијални равенки е да 
се најде општото решение, обратната задача, формирањето на 
диференцијална равенка од познато (општо) решение е исто така 
интересен проблем. Постапката за формирање диференцијална равенка 
е диференцирање на нејзиното решение се" додека не се елиминираат 
произволните константи. 


Ехатр!е: 

Пример 3. 

Да се формира диференцијална равенка за која 
ус Сте“ Сме“ ах 

е општо решение. 

Решение. 

Диференцирајки го општото решение се добива 
у с Се“ -- Се “92 

НО ГЕО зен 


Ако овие две равенки ги разгледуваме како систем од две равенки по 
произволните константи, решението на системот е 

бан НИ РОЈ ВИКСА таи Ја 

Заменувајќи ги овие вредности во општото решение 

у-- Се“ Сме“ -р ах с 

Т(у ку 2) Ч(у“ уна) рако“ јак 

се формира диференцијалната равенка 

ус ссдк 


Диференцијалните равенки, како еден од основните математички 
поими, се јавуваат при проучување на разни процеси и појави од 
физиката, биологијата, хемијата и други науки кои аналитички се 
опишуваат со некоја променлива и нејзините изводи. 


Диференцијални равенки од прв ред 

Во процесот на решавање на диференцијални равенки од прв ред, ќе се 
наведат постапките за решавање на: дифернцијална равенка во која 
променливите се раздвојуваат, хомогената диференцијална равенка, 
равенка која се сведува на хомогената диференцијална равенка, 
линерната диференцијална равенка и Бернулиевата диференцијална 
равенка. 


ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ ОД ПРВ РЕД 


Диференцијалните равенки од прв ред ќе се класифицираат на типови 
според нивниот облик и ќе се прикажат техниките за нивно решавање. 
Најопшто, диференцијална равенка од прв ред е равенка од обликот 


еди) со 


чие општо решение е 
у сс ф(а) - С. 


Геометриски, општото решение претставува класа криви кои се 
добиваат од графикот на функцијата чу -- Ф(2) со транслација по 1)- 
оската за реална вредност С. Секое партикуларно решение ќе биде 
функција (геометриски претставена со една крива) која задоволува 
некој почетен услов, а кај равенките од прв ред тоа значи кривата да 
поминува низ дадена точка (20,0). Проблемот за наоѓање на 
партикуларно решение кое го задоволува условот 


чо -- Ф(то) 


е базичен во теоријата на диференцијалните равенки и се нарекува 
Кошиев (Сацспу) проблем. 


Во продлолжение ќе наведеме повеќе типови линеарни 
диференцијални равенки од прв ред и методи за нивно решавање. 


1. Диференцијална равенка во која променливите се раздвојуваат 


Наједноставниот тип на диференцијална равенка од прв ред е случајот 
кога променливите може да се раздвојат. Тоа е равенка од обликот 


А(г)дх -- Вјууду с- 0 


во која функциијата „А зависи само од променливата г, а функцијата В 
зависи само од променливата 1. Во ваквиот облик на диференцијална 
равенка променливите и соодветните диференцијали може да се 
раздвојат и општото решение се запишува преку интеграли 


Ј А(г)дх -- Ј Вфујау -- С 


каде Се произволна интегрална константа. 


Ехатр!е: 

Пример 1. 

Да се најде општото решение на диференцијалната равенка 
ку( аѓуак- (1 ад)ду -- 0. 

РЕШЕНИЕ. 

Во равенката променливите се раздвојуваат 


ќи 1 Ене 
ра Ах - Оер (а исо 


и општото решение е 
50 ко 1 се 
ј! Та Чх и 1(1-Ну2) ду -- Ст. 
Со решавање на интегралите се добива 


2 
„ШО ча) - ЗШ тт е (ОТ 


односно 


9 2 
ШО жа“) - Тот И 


Интегралната константа Сч е произволна и може да се запише во било 
каков облик, а и помножена со константа пак ќе биде некоја 
константа. Во овој пример, бидејќи изразите во решението на 
равенката се логаритми, таа ќе се запише преку логаритам 

Со јес ШО и општото решението ќе има облик 


ШИ - СО, 
и по антилогаритмирање 
Пааа ну) - Оу ч 


Ехатр!е: 

Пример 2. 

Да се најде партикуларното решение на диференцијалната равенка 
у-- гу сс Б--Бхѓу, за коечу -- 1 кога а -- 1. 

РЕШЕНИЕ. 

Диференцијалната равенка у-- ау --б--Бхеу се запишува во 
обликот 

у--б- (ет -- Биг) ЖЕ 
во кој ПОЛО ДИВИ може да се раздвојат 
ата ни ТЕ 

и по решавање на интегралите се добива 
ШП|г|-Шјач“(сШју- | ШС 

а по антилогаритмирање, општото решение е 


аа рх 
ЕЛ С(хр-Е1) то. 


Бидејќи во оваа задача се бара да се определи партикуларно решение 
кое има вредност ѓу -- 1 кога гг -- 1, овие почетни услови се 
заменуваат во општото решение 1 -- нан -Е 6 од каде се пресметува 


ТЕ 
1-2" 
општото решение, се добива бараното партикуларно решение кое 
гласи 


-.. ав 
Мата хра" Њ 


вредноста на константата С“ -- Заменувајќи ја оваа вредност во 


2. Хомогена диференцијална равенка 


Ако за функцијата ј(г,у) важи 


Ј(еску) с- 8" Ј(а,и), 

таа се нарекува хомогена од п-ти ред. 
Диференцијалната равенка од обликот 
М(е,уудх -- Х(е,у)ду с- 0 


се нарекува хомогена диференцијална равенка ако функциите М(2,у) 
и Х(г,у) се хомогени функции од ист ред. Хомогеноста на функциите 
кои се јавуваат во диференцијалната равенка овозможува таа да се 
запише во облик 


е аз 


Со воведување на смената 


со 
„ССА 

ОДНОСНО 

Шик 


и со нејзино диференцирање се добива 


И 


пи езера 
или 


ЧУ. сора. 
ах са ГА 


и по заменување во хомогената диференцијална равнка, се добива 
диференцијална равенка од облик 


гас ј()-г, 


што укажува дека променливите во вака добиената диференцијална 
равенка може да се раздвојат. 


Притоа: 


е Дко 


нејзиното решение е 


И СО ЕСЕНО, 


е ако 


нејзиното решение е 
чу... ах 
Ј Пп и Ј Бета ај ШС 
ОДНОСНО 


Џо Ск. 


Ехатр!е: 
Пример 3. 


Ќег)- го 


Да се најде општото решение на диференцијалната равенка 


уѓраѓу ссхуу. 
РЕШЕНИЕ. 


Оваа диференцијална равенка е хомогена од втор ред бидејки ако ја 


И 


аа ху- ад? 


решиме по изводот се добива 
2 


а по делење на изразот од десната страна (и броителот и именителот) 


со 22 се добива 


1 ЊЕ СОНИ 


Со воведување на смената у -- ах и нејзиниот ИЗВОД у -- г г: -- 2, таа 
се трансформира во диференцијална равенка од обликот 

2 ЊА г2 
га-рас ој 
во која променливите се раздвојуваат 
2142 -- Тах. 

“ Ни 
Решението на оваа равенка се добива по интегрирање 

г--1 а ЕЕ 

Зи пове МНО 
и тоа е 
- | јет | г| ЗС, 
ОДНОСНО 
“ с- Ш(Сха). 
Со враќање на старата променлива х преку смената На сс 4 ОИЕ ТЕ 
решение е 


Суссет. ч 


Ехатр!е: 

Пример 4. 

Да се најде партикуларното решение на диференцијалната равенка 
(ау - у)агски-“- -- г, кое има вредност у -- 0 за а -- 1. 

РЕШЕНИЕ: 

Најпрво се бара општото решение на диференцијалната равенка. Таа е 
хомогена диференцијална равенка од прв ред бидејќи може да се 
запише во обликот 


рии 1 џ 

Чх. ага ВЕ 

Со користење на смената ВИНА ОДНОСНО ѓу -- 2Х И ИЗВОДОТ 
2 3 се 

а (а, 


во диференцијалната рвенка променливите се раздвојуваат бидејќи 
зн Да 


атскра " 

Оваа равенка има општо решение 
на ах 

Јатекрацјиисј со еЦцОт 

кое по решавање на интегралите е во облик 
1 

гатсква -- 5 Ш(1 га) -- ШСх 


или 
Загск- ЗШ Еј СО 

Партикуларното решение ќе се добие со определување на константата 
С од почетните услови у -- О кога г -- 1. Со замена на почетните 
услови во општото решение 

ЗШ сс НЕКОЈ СР ОЈ се И 

Значи партикуларното решение е 

оакецра  АЛИВАН 5 си 

кое по антилогаритмирање е од обликот 

ДЕНИ сетете, ч 


2.1. Равенка која се сведува на хомогена диференцијална равенка 
Ако диференцијалната равенка е од облик 
Јо ах-фу-ке 
Сани /( азг-бауеј ј: 
со смената 


есиро,дх с ди 
усо Ву с ду 


каде и, се нови променливи а ос, се константи, таа се сведува на 


Ч .. ј ац-ЕБу-јав-Еод-е 
Ди атзи-Евтората- Ко Ве 


Идејата за оваа смена е равенката да се сведе на хомогена и затоа 
константите а, се определуваат преку системот равенки 


ав ЕБджсс 0 
аа бдее с 0. 


При тоа: 
 Дко детерминантата на овој систем 
РА Вес ар Ето Бај зЕ 0 
еднозначно се определуваат константите 


од 


и равенката се сведува на хомогена диференциј ална равенка 
ду .. и ац-Еру 
Ди али-Евто 
која може да се реши со постапката за решавање на хомогена 
диференцијална равенка. 

" Дко детерминантата на системот 
Ра арт хр Ба сс 
со смената 


г--ак-ју 


диференцијалната равенка се сведува на равенка во која променливите 
се раздвојуваат и како таква се решава. 


Ехатр!е: 
Пример 5. 


Да најде општото решение на диференцијалната равенка 
:.. З(ИЕ2)? 
озна врте 
РЕШЕНИЕ. 
Со смената 
ИАнеА Јо Са КО вес НО ЦИ ба и : 
ра а тај зо ба 
ус и-чдаду - ду 
диференцијалната равенка се сведува на 
ан 2(и--В-Е2)? 
оо (ираиВ--1)2" 
За да биде оваа диференцијална равенка хомогена, потребно е да се 


реши системот равенки 
ЕтреЛИ сее 


о-Е8-1:-0 
СНИМА реси ИСА ОНИЕ 


2 


а диференцијалната равенка со овие вредности е 
ои. 92 
оо (шко)? 
односно таа е хомогена равенка 
и А2 
гас) 
(Оро 
. И И . 
која со смената џу -- хциџ -- 2 ц-Е 2 се сведува на равенка во која 
променливите се раздвојуваат 
(1-2)? а сее Чи 
2-3 Ре 
Решението на оваа равенка е 
-Ја | и | --агекеа -- Ш | Си | 
кое по вараќање на променливте од последната замена 2 -- -- има 
облик 
агске-“ -- -- 1 | Оу | или УО -- е 28гев, 
а по враќање на првобитните променливи од смената 
т-ијЗиус-и--2, се добива општото решение на равенката кое 
гласи 


на 


(и -Е 2)С -- --дагскр тт тт 


Ехатр!е: 
Пример 6. 
Да најде општото решение на диференцијалната равенка 
Виго СОС е 
ТУ тру“ 
РЕШЕНИЕ. 
Оваа диференцијална равенка се сведува на хомогена равенка, но по 
воведување на смената детерминантата на системот е - 0. Равенката 
може да се запише во обликот 
г  акуу-1  (дхжу)-1 
По 4хуадут5 2(2хку)ч5 
и со смената 
ЈО ХЕЕНЦЈЕЕ НИЦИ ове) ае ав СС 
таа се сведува на равенка во која променливите се раздвојуваат 
7... бид 
оо ЗарБ“ 
Општото решение на оваа равенка е 


Ј 2384 -- Јак--С 


Ба КО 
и по интегрирање тоа гласи 
еби ее Еее 


и по ерате на старата променлива од смената 2 -- 2х -Е 4, општото 
решение е 


гокније ди ва рано 


3. Линерана диференцијална равенка 


Општиот облик на линерна диференцијална равенка од прв ред е 


Равенката од обликот 
ФЕ Р(е)џ- 0 
ах Ср 


се нарекува хомогена линеарна диференцијална равенка од прв ред. Во 
оваа равенка променливите се раздвојуваат и нејзиното општо решение 
е 


4 
Ј “и со - Ј Р(е)дк- ШС 
ИЛИ 
ус Се“ Ј РС) 
Ова решение на хомогената линеарна равенка може да се искористи за 
определување на општото решение на нехомогената линеарна равенка 
со користење на методот на варијација на константи, со кој константата 
С се третира како непрекината и диференцијабилна функција С(г). 
Затоа решението на хомогената линеарна равенка сега ќе биде 
ус С(а)е- / Ре)дк ; 
а неговиот извод е 


у с-е- Ј Реа (С (Ф) - Р(е)С(ф)). 


Заменувајќи го ова решение и неговиот извод во нехомогената линерна 
равенка се добива 


е- Ј Ра) С"(д) -- Р(ф)С(т)| з- Р(е)С(х)е- ЈРОЈк -- Ос) 
или по средување 
С (а) -- Ф(а)е/ Ре) 


од каде следува дека 


т) - Ј О(е)е/ Ре)хдк - СО -- сопве. 
Со замена на оваа вредност за С(г) во решението се добива 
ПЕ е-- Ј Р(е)4к с чи Ј о(е)еГРедакак 


што претставува општо решение на линеарната диференцијална 
равенка од прв ред. 


Ехатр!е: 

Пример 7. 

Да се најде партикуларното решение на диференцијалната равенка 
(1 аѓ)у - 2ху - (1 а)? кое за а -- 1, с- 2. 
РЕШЕНИЕ. 

Диференциј алната ронка се запишува како 

нато ЦЕ ре 

и таа е линеарна при што Р(а) -- - 1“, ,О(е) -- 1 а3. 
Применувајќи ја формулата за општо решение на линеарната 
Бадерицијатја равенка од прв ред. се добива 

е е јот ча? )е тот ЗИ "Ак, 


или по решавање на интегралите, општото решение е 

ус (1 каѓд)С та). 

Со замена на почетните услови Ж -- 1,у -- 2 во општото решение 
2 (1 ч1)(См1) Со 

се пресмета вредноста на интегралната константа и затоа бараното 
партикуларно решение е 

ус (раѓа. 


Ехатр!е: 
Пример 8. 
Да најде општото решение на диференцијалната равенка 


аат ЧУ 

неа 2ушу-ру-а" 

РЕШЕНИЕ. 

Ова е пример на диференцијална равенка која не е линеарна по у,а е 


линерна по променливата Жг. Користејќи ја релацијата 
ба ОЈО аме атака 
реа ОЦЕТ е И 


диференцијалната равенка се запишува во облик 
1 у 


ао душутуса 
ИЛИ 

; 2у| -- 
„"-- ЗУмина 


ки Е 
од каде се гледа дека таа е линеарна по променливата 2 и се запишува 
во вообичаениот облик како 
| ќ с- аушу-к 1. 
Според тоа изразот за општо решение на оваа диференцијална равенка 
која е линеарна по променливата 2 ќе гласи 
ре Чу 
те Ј4 уми де! , ду СТ, 
а по решавање на интегралите се добива 
2) 

сек оса ев Ки 
го ја б)ч мн 
и по средување на овој израз, општото решение е 
Са е ко -Е шу. 


4. Бернулиева диференцијална равенка 
Диференцијалната равенка од облик 
у -- Р(е)у -- О(т)у" 


се нарекува Бернулиева (Вегпош!1) диференцијална равенка. Со 
погодна смена на функцијата, оваа равенка може да се сведе на 
линеарна диференцијална равенка. За таа цел Бернулиевата 
диференцијална равенка се дели со 1/"“ 


у - РДе)у с- О(с)у“/:у" 


при што се добива 
у"у Р(е)у“" с д(а). 


Со смената 


Еу ТЕ (1 - пу пу 


Бернулиевата се сведува на линеарна равенка по новата променлива ја 


ТЕ ч- Р(е)Е с- О(а) 


и за нејзино решавање се применува постапката за решавање на 
линерна дифернцијална равенка и на крај потребно е да се вратиме на 
старата променлива. 


Ехатр!е: 

Пример 9. 

Да најде општото решение на диференцијалната равенка 
у -- уба -уѓсова с- 0. 

РЕШЕНИЕ. 

Дадената равенка е Бернулиева диференцијална равенка 
у сура сс -уѓсови 

која по делење со Ју“ ја дава равенката 


и 
и која преку смената 


чна у 
(еа еа 


се сведува на линеарна диференцијална равенка 
са рес СОВИ 

ОДНОСНО 

Но Тра с- СОБА 

чие што решение е 

Е-- е- Јеехак Еј совте! хаха С. 


Решавајќи ги интегралите од десната страна, се добива дека 


Еее С сови 
и по враќање на старата променлива од смената Ќ -- иа Општото 


решение на бараната Бернулиева равенка е 


ус (е-ЕС)созЖ " 


Ехатр!е: 

Пример 10. 

Да се најде општото решение на Бернулиевата диференцијална 
равенка 

ху(хау - удх) -- 4хЗах. 

РЕШЕНИЕ. 

Ако во диференцијалната равенка 

ху(хау - удх) -- 4хЗах 

се ослободиме од заградата (множиме) и потоа поделиме со 4х, се 
добива 

КА раја сеа ре 

Делејќи ја последната равенка со коефициентот 2“ кој е пред изводот 


гу југ с- 4 


се добива стандардниот облик на Бернулиева диференцијална равенка 


Ја ОН зада а 
1 ај НА НЕ Ч а. 
Во оваа равенка степенот т -- --1 и затоа равенката ја делиме со у " 
(множиме со г/) при што се добива 
2 
5 
џу Ер со ЧК 


и со смената ќ -- уѓ --ќ -- 2уу , таа се сведува на линеарна 
диференцијална равенка 

Ел вк 

која има решение 

Е--е- Јдк | /вке/ 8 - СТ, 

ОДНОСНО 

Е-- Б(ак“ О). 

Со враќање на старата променлива од смената ќ -- 1“, се добива 
општото решение 


ЕнаН со дра ас (доо 


Еден практичен пример за диференцијална равенка од прв ред: 
Експонецијален раст 

Преку моделот на експонцијален раст на популација, во кој промената 
на бројноста на популација (брзината на растење) во дадено време се 
зема да е пропорционална само на моменталната бројност, а се 
изразува преку диференцијална равенка од прв ред, се решаваат некои 
конкретни проблеми сврзани со растот на една популација како што се 
пресметување на коефициентот на растење и оценување на бројноста 
во определен временски период. 


Експонецијален раст на популација 


Интересено е да се разгледа проблемот на промена на бројноста на 
една популација во различни временски интервали или бројноста на 
популацијата во одредено време да се споредува со некоја почетна или 
сегашна бројност. Диференцијалните равенки ни даваат математичка 
алатка со која се овозможува проучување на растењето или опаѓањето 
(намалувањето) на популација како процес кој континуирано се одвива. 


Нека бројноста на една популација во даден момент е у(Е), каде ќе 
времето. Еден од моделите кои го опишуваат растот на популацијата е 
претставен преку т.н. екпоненцијално растење (опаѓање) кога во 
произволен временски интервал брзината на растењето (опаѓањето) е 
пропорционална само со нејзината бројност. Ова е доста груб модел на 
раст на популација, но е многу едноставен за брзи проценки на растот. 


у Е : 
Брзината -ј- на промената на бројноста на популацијата се изразува со 


т.е. брзината е пропорционална со бројноста на популацијата у(Е), каде 
К е коефициент на пропорционалност. Во оваа диференцијална равенка 
од прв ред ако коефициентот Х -. 0, тој се нарекува константа на 


растење бидејќи од Ќ -. 0 -. Си - 0, што значи дека бројноста на 


популацијата се зголемува. Ако пак КЌ -- 0, коефициентот Ќ се нарекува 
константа на опѓање (намалување) на растењето бидејќи од 


кс0 ЧУ си следува дека бројноста на популацијата се 
ЕГ 


намалува. Затоа коефициентот Х се нарекува и брзина на растење/ 
опаѓање на популацијата и обично се изразува во проценти. 


Така на пример, ако брзината на растење е 290, тоа означува дека 
к -- 0,02, а ако пак брзината на растење е --500960, тогаш Ќ -- --5. 


Нека сега го решаваме проблемот на експоненцијален модел на 
растење во кој бројноста на популацијата во даден момент ќ -- 0 е г0, 
т.е. нека е зададено растење со почетен услов 


Тоа е диференцијална равенка во која променливите се раздвојуваат 


Фк 
у 


ЈУ -- Јкакч- С 


Ш ју кечС 


џ -- евно 


и општото решение е 
1 
ус Се“. 


Во општото решение се заменува почетниот услов (0) -- уо и се 
добива 


џо с- Секд 5 С со 


и партикуларно решение на експонецијален раст на популација со 
почетна бројност г/0 е 


у(Е) сс уре. 


Моделот на експоненцијален раст се користи за грубо оценување на 
растот и ако К “0 популацијата расте, а ако К г- 0, популацијата опаѓа. 


Обично во пракса, за растот на популација се добиваат вредности 
мерени во дискретни чекори, а добиените вредности за бројност на 
популацијата може да се апроксимираат со непрекината крива. 


Сега ќе наведеме два примера во кои се користи моделот на 
експоненцијален раст на популација. 


Ехатр!е: 

Пример 1. Бројност на население на Земјата 

Според податоците на Обединетите Нации, бројот на население на 
Земјата во почетокот на 1990 год изнесувал приближно 5,3 милијарди 
луѓе, а на крајот на 2011 год имало 7 милијарди. Од овие податоци, да 
се пресмета константата на раст на населението користејќи го моделот 
на експонецијален раст. 

Решение. 

Од зададените два податока, ја пресметуваме константата 
екпонецијалениот раст К од равенката у(Ќ) -- цо ЗА 

Во ова партикуларно решение за раст на населението, почетната 
бројност на луѓе изразена во милијарди од 1990 год е 0 -- 5,3, а за 
време ќ -- 21 година (2011-1990 -21) населението броело 7 милијарди 
и затоа (21) -- 7. Од партикуларното решение 

7 -- 5, дет 

се изразува коефициентот 

Шо ЈА 

или 

но, со 

од каде се пресметува дека 

КОДОТ 2Бини кс 192010, 


Ехатр!е: 

Пример 2. Удвојување на населението 

Користејќи го моделот на експонцијален раст на популација, да се 
оцени кога населението на Земјата двојно ќе се зголеми, ако 

К -- 001325 и ако во 2011 год на Земјата имало 7 милијарди жители. 
Решение. 

Во моделот на експонецијален раст, непозната големина е времето 7, 
додека ч/ -- 14, затоа 

ЕСЕ Ибис И СКО ИС јас САН 

За к -- 001825, се добива 


ано .... 0,931 и, 
Ке 001325 Ние 001325 ст фс 92.309 


што значи дека населението (при дадениот коерициен на растење) ќе 
се удвостручува приближно на секои 52 години. 


Некои типови диференцијални равенки од втор ред 
Се прикажува постапка за решавање на три типа диференцијални равенки од 


втор ред. 


Некои типови диференцијални равенки од втор ред 


Секоја равенка од обликот 


еу и сО 


се нарекува диференцијална равенка од втор ред. Општото решение на 
диференцијалната равенка од втор ред ќе содржи две произволни интегрални 
константи, бидејќи тоа се добива преку две квадратури, бидејќи при секое 
решавање на неопределен интеграл се додава една произволна интегрална 
константа. Затоа општото решение, ако може да се запише во експлицитен 
облик е 


4) с- ф(а,С,Со), 
ИЛИ поопшто, во имплицитен облик е 
Ф(хс,у,Ст„Со) е), 


Секое партикуларно решение на диференцијална равенка од втор ред се добива 
од општото решение со задавање на се два почетни услова од кои ќе се 
определат двете интегрални константи од општото решение. Тоа се условите: 


у(го) с- 40 
у (фо) ШЕ 


Во овој дел ќе се прикаже постапката за решавање на три типови 
диференцијални равенки од втор ред, т.н. непотполни диференцијални равенки 


од втор ред. 
1. Диференцијална равенка од одобликот у -- /(2). 


Ова е наједноставниот тип на диференцијална равенка од втор ред кога во 
равенката не се јавува функцијата гу и нејзиниот прв извод гу . Оваа равенка се 
решава преку две последователни интегрирања. Најпрво, со интегрирање на 
диференцијалната равенка 


ус Ј(а) 


се намалува редот на диференцијалната равенка 
у - ЈЖејах Ст, 

а со уште едно интегрирање се добива 

је Ј(Ј Ј(еуах -ф Ст)ах СС 

или 

ус ЈСЈ Ј(х)дх)4х ака 


што претставува нејзино општо решение кое содржи две произволни 
интегрални константи. 


Ехатр|е: 

Пример 1. 

Да се реши диференцијалната равенка у -- г“ -- дх 5. 
Решение. 

Од 

у са дк јата 

преку интегрирање се добива 

у -- Ј(еѓ- 2 вша)ах тт С 
ИЛИ 

бо -- сно сис и 

а после уште едно интегрирање 


„“- Ј(5 сад вове Стјакн ОС 


и решавање на интегралот, се добива општото решение на диференцијалната 
равенка 
4 


Пре ној -- ка -- ша - Ста - Со. 
2. Диференцијална равенка од обликот у -- /(Ј.у ). 


Овој тип на диференцијална равенка од втор ред е равенка во која не се појавува 
функцијата чу. Со воведување на смената 


таа се сведува на диференцијална равенка од прв ред по новата функцијари е 
од облик 


реј 


Со нејзино решавање се добива општо решение кое најопшто запишано е од 
обликот 


р с- ф(г,Ст) 
или враќајки се на старата функција 
у ЕЕ ф(а,Ст) 


повторно се добива некоја диференцијална равенка од прв ред. Значи сега 
имаме уште едно решавање на диференцијална равенка од прв ред, во чие 
решение ќе се појави уште една интегрална константа Со. 


Ехатр|е: 

Пример 2. 

Да се реши диференцијалната равенка у (2“ -- 1) -- 2ху. 

Решение. 

Во диференцијалната равенка не се јавува функцијата гу и затоа ќе се користи 
смената 


У СР 

со која равенката се сведува на диференцијална равенка од прв ред по 
функцијата р, односно 

р (е“ - 1) с- дхр 


ИЛИ 

8. И 

21" 
РА 9 4 ќ 

Бидејќир -- ч-, диференцијалната равенка е 
др .. „2хр 

Чх Жаа1 
во која променливите може да се раздвојат 
бо. 

РЕ КАТ ах 


И ош ро АНИ Ака 


и -- Ј-2 кош ах - СА 

се ЕЕ 

Ш | ре Ш(е2 ча) рШ| С | 

(константата Сч ја запишуваме како логаритам) и затоа 
ша | ре Ш| Ст| (ед 1), 

или 

р -- Са(е2 1). 

Од користената смена смената р -- у повторно се добива диференцијална 
равенка од прв ред 

у сс Ст(е? --1)4ах 

во која променливите се раздвојуваат и по интегрирање 
у-- ЈСуеѓ чу ауах С 

и општото решение ќе гласи 

1) сс С(“ ја) Со. 


Ехатр|е: 

Пример 3. 

Да се реши диференцијалната равенка у -- 2ебва-у -- ваа. 
Решение. 


Со смената 
ИВЕТ; 
ки зас) 


зададената диференцијална равенка се сведува на диференцијална равенка од 
прв ред 

р -- дава -рс- оа 
која е линеарна равенка по р со општо решение 
р -- еЈдевхак (се - Јадавкет Јаенидкд). 


По решавање на интегралите, општото решение е 
р- е? (Сч ЊЕ ет бан ЕС 
или 


рс еа? Ко (Се ај ија 5ш - ак), 


ешаи2 


а по средување 
ени) ша 
сс | Ст ет 
р ( оз и ва ) 
и по решавање на интегралот се добива 
р с- ае а(Ст - сова). 


Последната равенка е 

р -- Саше -- собата 

и тоа е пак диференцијална равенка од прв ред (променливите се раздвојуваат) 
со враќање на старата променлива од смената р -- гу 

у сс Стештѓа -- совет а 

чие што општо решение е 

ШО ење | Бел ожајњавњоте (0 

и по решавање на интегралите се добива општото решение 


Шо СО -- ао Се таа а Со. 


3. Диференцијална равенка од обликот у -- /(Џу ). 


Во овој тип диференцијална равнка од втор ред не се појавува независната 
променлива г. За нејзино решавање се користи смената 


2 


угсвр 


а во вториот извод диференцирањето наместо по променливата г ќе се врши по 
у и затоа 


9. фр Чр. ЧУ .. ар 
У та чу ж чув 


што значи дека за овој тип диференцијална равенка со смената 


зададената равенка ја сведуваме на диференцијална равенка од прв ред пори у). 
Откога ќе се реши таквата диференцијална равенка, се враќаме на старите 
променливи р -- у иг, со што треба уште еднаш да се реши диференцијална 
равенка од прв ред. 


Ехатр|е: 

Пример 4. 

Да се реши диференцијалната равенка 2уу -- 1 (у )ѓ. 
Решение. 

Со смената 


ср 

НЕ 4 

И ро 

зададената равенка се сведува на равенка од прв ред 
рии 5; 

која по делење со 2ур се запишува во обликот 

Си ЕР фа 


ду 2ур кур ? 
односно се добива Бернулиева диференцијална равенка по функцијата р 
1 


, 1 . 
ени НАВЕ 


во која степенот нар ет -- --1. Со делење на равенката со р-" се добива 
СТ ока Би ЗИ АА Ни /: Ван! 
РА та кур И 
или 
акота ИО СЗ си 
ре уче "Зи 


и по средување се добива равенката 
ј ари ечи 
рр - ур су“ 
Оваа равенка со смената 
2 , , , ај 
нес Ја 2рр сгрр сз 
се сведува на 
ќ Ило 


2 ум 
односно се добива линеарна диференцијална равенка од прв ред 
ено За ое На 
ки ки 


Решението на оваа равенка е 
мас е (а -Ј те ду), 

Е-- еми (е ј Те змду), 

(- „( те ду), 


ќа „(С зара ту 
и конечно 
Џо Слу - 1. 


Заменувајќи за ќ -- рѓ се добива 
ра Сцу- 1 ср „ИСиу-- 1 
и пак од замената р -- гу се добива уште една диференцијална равенка од прв 
ред 

; Ја ренот, 4 
у СО Со чо цИСту--1 
во која променливите се раздвојуваат 

Чува оне 

Џ ое ми Јах - Со 


и по решавање на интегралите се добива 


2 
ами 1 са С, 
а по квадрирање се добива општото решение 


Оти ее ОИ Ај. 


Ехатр!е: 
Пример 5. 
Да се реши диференцијалната равенка џу -- (џ )“ -- (џ )“. 
Решение. 
Се користи смената 

ур 

Мас а 
која дадената диференцијална равенка од втор ред ја сведува на 
диференцијална равенка од прв ред 
ра ср ра. 
Со средување, горната рвенка се сведува на диференцијална равенка во која 
АНИ а Дона се раздвојуваат 


др“, 
сви 


пр 


дробнорационална функција со Нај реални и различни решенија 
аа 


тес Шар восеа „В-1 


- 

Ја-ур- ЈедртЈуодр-Ш|р| -Ш|1-рЕШј | 
и заменето во решението на диференцијалната равенка 

ШЕ ЕШ(и| чи С| 

доведува до 

тт 

а оваа равенка ја средуваме 

р- СТЦ -р) 

и добиваме 

р(1  Счу) с- уСу. 

Враќајки се на сменатар -- у -- Е се добива диференцијална равенка од прв 
ред во која променливите се раздвојуваат 


1ЕСту Ст. 
ОД уре 


чие решение е изаразено преку интегралите 
1 Су. 
су ЕЈ Су Ја С5, 
а по нивно решавање општото решение на поставенката диференцијална 
равенка е 
1 - 
со | џ| Југ а Со. 


